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RIEMANN w r. 1854, w swej rozprawie habilitacyjnej p. t. Ueber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische Reihe, podał zupełnie nową definicyę całki określonej i dał zarazem 
pierwszy w swym rodzaju przykład funkcyi przerywającej się nieskończoną liczbę razy w przedziale 
tak małym jak się podoba, a jednak nadającej się do całkowania w tym samym przedziale. Fakt ten 
zwrócił na się powszechną uwagę matematyków z tego mianowicie względu, że prawdziwość twier- 
dzenia o istnieniu pochodnej oznaczonej dla każdej funkcyi ciągłej została przez to w swych podstawach 
zachwianą. Od czasu wszakże Riemanna w badaniach tego przedmiotu wcale naprzód nie postą- 
piono; bo zamiast szukać przyczyn ogólnych tego rodzaju osobliwości, ograniczono się tylko do 
poszukiwania coraz nowszych funkeyj nieciągłych i całkowalnych, lub też funkeyj ciągłych mających 
pochodne nieciagte (Hankel, Schwartz, Weierstrass, Du Bois Reymond, Thome, Darboux, Dini, ete.). 

Mniemam że w pracy niniejszej niedostatek ten uzupełniłem, to jest że kwestyę różniczkowania 
i całkowania funkeyi rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej rozstrzygnałem w całej ogólności. 


I. — ROZNICZKOWANIE 


§ 4. 

Ilość zdążająca nieograniczenie ku zeru nazywa się nieskończenie małą. 

Wartość bezwzględna nieskończenie małej jest nieoznaczona; ona bowiem jest zawsze większą od 
zera i mniejszą od wszelkiej innej liczby oznaczonej : a oznaczoną mogłaby być tylko wtedy, gdyby 
była równą pierwszemu lub drugiej. 

ART. III. i 
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Znak nieskończenie małej jest, ogólnie mówiąc, także nie oznaczony ; jeżeli jednak nieskończenie 
mała jest dowolną, to można o niej założyć, że w dążeniu swem do zera, zmienia się sposobem 
ciągłym, i tym sposobem zapewnić stałość czyli oznaczoność jej znaku. 


2. 


PZA 


Jeżeli każdej dowolnej wartości zmiennej x odpowiada wartość zmiennej y, to mówi się, że y jest 
funkeya zmiennej z, i wyraża się to analitycznie, pisząc : 


y =f (1). 


Niech więc /(x) oznacza funkcyę rzeczywistą zmiennej rzeczywistej z, e ie! niech będą liczbami do- 
datnemi mniejszemi od jedności, i ô nieskończenie małą dowolną zmieniającą się sposobem ciągłym. 


Ponieważ na tie można wybrać wszelkie liczby dowolne zawarte między 0 i 1, to /(x —«'3) i 
f(e à) są któremikolwiek z wartości funkcyi odpowiadających przedziałowi zmiennej niezależnej 
ograniczonemu wartościami 1 — ô i “+3. 

Otóż, różnica : 

f[(c-E8) — f(a — 3) 
jako funkcya ilości 8 przy dowolnie wybranych ci ¢, może być tylko : albo nieskończenie małą, 
albo oznaczoną, albo nareszcie nieoznaczoną. 

Jeżeli różnica f(a -- 5) — /(c — 3) jest nieskończenie małą, funkcya f(x) nazywa się ciągła 
w punkcie z. 

Jeżeli zaś ta różnica jest oznaczomą, to nie może jednocześnie zależyć ani od wartości bezwzględnej 
ilości 5, ani od ei e, jako od wielkości nieoznaczonych; lecz że może przytem zależy ćod znaku ilości 3, 
jako oznaczonego, to posiada wogóle dwie tylko różnice wartości, z których każda odpowiada innemu 
znakowi nieskończenie małej ô, i które odróżniają się między soba samym tylko znakiem. Funkcya 
f(x) nazywa się wtedy przerwaną lub nieciagłą w punkcie z. 

W przypadku nareszcie trzecim, t. j. gdy różnica f(x- e) — / (2 — €'0) jest nicoznaczoną, funk- 
cya f(x) nazywa się nieoznaczona w punkcie <. 


NZ 


h 


Jeżeli różnica f(x + 5) — f(e — d'3) jest nieskończenie małą dla wszelkiej wartości zmiennej <£, 
zawartej w przedziale od «= a do c=b, b>a, ijeżeli prócz tego różnice 


f(a+ 8) — [(a) i [6)—[(b — 8), 
są także nieskończenie małe przy 8 dodatnem, to mówi się że funkcya / (©) jest ciągła w prze- 
dziale od c=a do c =b. 


Może się zdarzyć, że funkeya f(x) zrywa swą ciągłość lub staje się nieoznaczoną w niektórych 
punktach przedziału b — a, i liczba tych punktów może być znowu skończoną lub nieskończenie 
wielką. 
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Nareszcie, funkcya f(x) może być przerywaną lub nieoznaczona we wszystkich punktach, to jest 
w całym przedziale od z =a do <= b. 


Wogóle, jeżeli granice wyrażeń : 
flee) i f@æ— a) 
nazwiemy znaczeniami funkcyi f(x), to według tego czy różnica 
f+) —fe—«), 


w przedziale od =a do x =Ł, jest zawsze nieskończenie małą lub nie jest, funkcya f(x) nazywać 
się będzie jednoznaczną albo dwuznaczną. 


W ten sposób wszystkie funkcye rzeczywiste jednej zmiennej rzeczywistej rozdzielają się na dwie 
wielkie klassy: do klassy funkcyj jednoznacznych należą tylko ciągłe, a do klassy funkeyj dwu- 
znacznych należą przerywane i nieoznaczone (*). 


(9) Winienem w tem miejscu zwrócić uwagę na nader ważną okoliczność, dotycząca możliwości rozwijania funkcyj 
w szeregi trygonometryczne. 


Wiadomo jest powszechnie, że podstawę tej możliwości dla funkcyi rzeczywistej i peryodycznej fa) stanowi twier- 
dzenie wyrażające się równaniem : 


fla) 


LTE 2wst 3 (a — 1) 


(e — 0) + f(© + 0)], 


oft" RUE: sli 
w którem 
===, f7) =f 


i które ma mieć miejsce niezależnie od tego czy funkcya f(a) jest w punkcie œ ciągła czy przerwaną, W tym 
ostatnim jednak przypadku twierdzenie to jest nieprawdziwe. Jeżeli bowiem funkcya f(a) jest przerwaną w punk- 
cie «, będzie : 


-4 wst(n + 5) — 2) 
gr [= f() ET 


= iz : [re a of” dz + f(x +0) f = az |, 


rozumiejąc przez c ic’ stałe dowolne dodatne. 


2wst z (x — w) 


Jakoż, jeżeli fankeya f(x) zrywa swą ciągłość w punkcie a, to oznaczając przez è i 3’ nieskończenie małe do- 
datne, pierwsza część uważanego równania wyrazi się właściwie w ten sposób : 


1 żę wst (u = JE — x) 1 z wsi(n L z) — a) 
JẸ fà RE da +- = faj > ds) 
3 2wst > (z — ©) 2wst = (x — ©) 
zz 2 a+ 2 
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$ 4. 


| fe+8) —f(w — d), 


założymy e=1, « = 0, i uważać będziemy stosunek 


Jeżeli teraz w różnicy 


8 ? 


to oczywista, że o stosunku tym może być mowa w razie tylko jednoznaczności tunkcyi f(x). Dla 
funkcyj dwuznacznych w punkcie «x stosunek ten jest zawsze albo nieskończenie wielki, albo nie 


oznaczony. 
Stosunek ETA is) nazywa się pochodną funkcyi f(z). 


W rozważaniu pochodnej przedstawić się mogą trzy tylko następujące przypadki : 
I” albo stosunek [eta =r zależy od nieskończenie małej 8, i wtedy pochodna funkcyi / (e) 


jest nieoznaczona wraz z 8; 
a 


A jeżeli teraz zamiast zmiennej « wprowadzimy zmiennę § taka, ażeby dla całki pierwszej było a — © = — 26 


a dla całki drugiej «— « = 26, to powyższe wyrażenie przyjmuje jeszcze postać następującą : 


z4r —R 
40%. wst(2n +- 1)8 1 wst(2n -+ 1)5 
gr |= | AZT oe a. = (0 -|- 2p) ESR EAP zę A 
J BI f(æ — 28) wsię 64 = ae f(x + 26) wsię a], 
z z 


Otóż, za pomocą podstawienia (2n 4- 1)8 = z, wyrażenie to przechodzi na 


(n+5)e-ra) (ej 
i A H kA Sj CE) pi 
zu i (a) 
czyli 


gr ( T BD gr * z)” 


Ponieważ nieskończenie małe 2 i ò nie mają żadnego związku ani pomiędzy sobą ani też z liczbą n, to należy 


wogóle położyć 


z 


[t0—0 Jee pleto wsie, 


gr (n + JE =p i gr(n + z=, 


c. b. d. d. 
Ten wynik dowodzi oczywiście że szereg trygonometryczny przedstawia funkcyę f (©) tylko w punktach ciągłości, 


i że w punktach nieciągłości staje się nieoznaczonym, podczas gdy funkcya /(«) przyjmuje pierwszą albo drugą 
z dwóch wartości granicznych f(a — 0) i f(« 4-0). 
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2° albo stosunek fer) fe) zależy tylko od samego znaku nieskończenie małej 8, i wtedy 


pochodna funkcyi f(x) ma dwa różne i oznaczone znaczenia, odpowiadające dwom różnym znakom 
nieskończenie małej 8; 


3° albo wreszcie stosunek (Ci nie zależy wcale od ilości $,i wtedy pochodna funkeyi f(z) 


ma tylko jedno oznaczone znaczenie. 


$5. 


Przykłady osobliwości objętych przypadkami 2" i 3cm są tak często przytrafiające się, że zby- 
tecznem byłoby powtarzanie ich tutaj dla wyjaśnienia kwestyi prostej zresztą przez się samą. Po- 
nieważ jednak przykładu osobliwości objętej przypadkiem 15" nigdzie dotąd nie pokazano, to sądzę, 
że takowy będzie tu nawet pożytecznym. 


Szereg nieskończony 


ns 


{(«2)= 2 h” dosk”z, 


n=0 


w którym A jest ułamkiem właściwym dodatnym i k liczbą większą od jedności, przedstawia 
funkeye taką właśnie osobliwość posiadającą. 


Szereg ten jest oczywiście zbieżny i oznaczony dla wszelkiej wartości zmiennej z. Aby się zaś 
przekonać, że funkcya którą przedstawia jest ciągła, znajdujemy najprzód, wiadomym sposobem, 
różnicę 

s h= a —c kt(e ++ e')0 
fle +8) — fie — i3) =— 2 Xewstle (45 3) vst —— ach 
n=0 

Zakładamy następnie 

gr (k"8) na = kom g= Ay 
czyli 
). 
korn? 


 — 
0 = 


przez co natura nieskończenie małej 6 ani się odmieni ani się uszczególni, jeśli tylko ilość A będzie 
nieoznaczoną co do wartości bezwzględnej i stałą co do znaku. 
Dla krótkości kładziemy jeszcze 
kn 


— 
horn 


= pn, awiec k" = pn), 
gdzie ponieważ dla n skończonego jest on =0, adla n=gm, p=l, to będzie odpowiednio, 
dla > skończonego lub nieskończenie małego, 

pnd = 9? (end)n=x = 


Na mocy tych oznaczeń formuła poprzedzająca napisze się w ten sposób : 


n=x 


(1) [(6-+8— ley invest i z po „wst CEE ent : 


n=0 
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a z powodu że dla n skończonego 


Na 
wst (Hr) =0, 


mozna w niej m pierwszych wyrazów opuścić, t. j. położyć 


n=% 


P p — ME jm i Dak 
[(e+¢)— f(£ — e's) = ie lrsthon (her = 5 = mà) wst abii ; 


Otóż, ponieważ szereg nieskończony 


n=w 
— J „m 1 
> h wstk™ (u + m a) „wst Ea ` 
mr) g 


ma summẹ zawsze skończoną, to przez dobranie odpowiednio wielkiej liczby m, można uczynić 
różnicę 
f (£ +8) —-f(£ — 0’), 


mniejszą od wszelkiej wielkości danej. Różnica ta posiada zatem naturę nieskończenie małej, i funkeya 
przedstawiona szeregiem jest ciągłą. 


Stosunek Atare 


wego oznaczenia ilości 3, szeregiem nieskończonym następującym : 


, czyli pochodna funkcyi f(x), wyraża się na mocy formuły (1) i no- 


n=0 


| foto = =F (iewi hn 692), O 


W przypadku kiedy hk> 1, wyrazy tego szeregu nietylko że nie maleją, ale dążą do zawierania 
w sobie ilości dowolnej )}, jako granicy ku której zmierza pn). Pochodna zatem funkcyi ciągłej f(x) 
zawiera w sobie parametr dowolny i, a za pośrednictwem tego parametru zależy istotnie od nie- 
skończenie małej ô (7). 


(C) Podobną osobliwość przedstawia także funkcya wyrażająca się szeregiem nieskończonym 


n=w» 
U wst. 
{x)= » ——; 


n 


albowiem jeżeli założymy 


to znajdziemy postepujae drogą wskazaną wyżej, 


= vey (uh 
LGTA— Ke) 5 Zie) => dos(na +), ss(7) ) ; 


pnh 
n=l "3" 
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Przeciwnie, gdyby w znalezionem wyrażeniu pochodnej założyć Ak< 1, wyrazy szeregu dążące do 
posiadania parametru A malałyby nieoznaczenie, a skutkiem tego wpływ tego parametru na pochodnę 
zniosłby się zupełnie. 

Tak więc funkcya dana posiada pochodnę oznaczoną lub nieoznaczona, stosownie do tego czy hk < 1. 
czy też hk>4, 

W przypuszczeniu że X jest nieskończenie małe, mamy ogólnie 


i formuła poprzedzająca przechodzi na następująca : 


n=w 
(a =f(r 
fi +4 fix) a > (hk) wsth.x, 
ò 
n=0 
którą otrzymać również można przez zaslosowanie zwykłych prawideł różniczkowania do szeregu 
danego. 
Godnem jest także uwagi, że jeżeli k jest liczbą całkowitą i 2 wyraża się formułą re w której p 
ie 
pierwsze względem k a 4 całkowite, ostatni szereg przyjmuje wartość skończoną i oznaczoną. 
I rzeczywiście, ponieważ dla n> 4, k"e =k""1pr_ jest zawsze wielokrotnoscia r, a skutkiem tego 


wsth"2 = wstk"— pr =0, 


to szereg ucina się na wyrazie 4*" włącznie, i posiada summę skończoną i oznaczoną 


n=q—1 
— ba (hk)"wsth"~ pr. 


Odpowiedni wynik dla » skończonego ma postać 


n=q—1 n=% i 
= > (hk)"wsth"—4pm — (ik) = 1)" (kkyu = 


to jest zawiera w sobie parametr dowolny A, co stwierdza prawie dotykalnie zależność znalezionej 
pochodnej od nieskończenie małej 3. 

Weierstrass (*) usiłował także podobną funkcyę zróżniczkować ; lecz że w sposobie postępowania 
opuścił z uwagi konieczną tu dowolność ilości 9, otrzymał tylko wynik szczególny, który z tego 
powodu prawdziwej istoty rzeczy wyjaśnić nie mógł (*). 


(3) Crelle, Journal, t. 78, Du Bots Reymonp. Versuch einer classification der willkiirlichen Functionen, Str, 29. 
(f) WErERSTRASS szuka pochodnej w punkcie ao funkeyi 
n=% 
fia) => lmdosa"acz, 
n=0 


w której b jest liczbą mniejszą od jedności, a jest liczbą nieparzystą większą od jedncsci, = zaś jest stosunkiem 
okręgu koła do średnicy. 
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$ 6. 
W poszukiwaniu funkcyj majacych pochodne nieoznaczone, nie potrzeba iść tak daleko jakby to 
zdawało się wynikać z przykładu poprzedzającego. Jakoż, mamy np. 


R 5 wstmr\ __ 0 
CA a Jama 


dla każdej wartości x; a jeżeli założymy gr(M3) m—s0 =), będziemy mieli, również dla każdej 
wartości © : 


stm -— wstms wsth —dos 
gr (PE ns = = = = 9r.(doSm.r)n= TO mal... R gr(wstmz)n=w. 
m=% 


7 


: A wstme 
Ponieważ wyraz i 


m 
bez sprowadzenia zmiany jej wartości, to dodając go do funkcyi mającej pochodnę jednoznaczna, 
wartość tej funkcyi pozostanie tą samą, podczas kiedy pochodna jej stanie się nieoznaczoną. Tym 
sposobem możemy przekształcić każdą funkcyę mającą pochodnę oznaczoną, na tę samą funkcyę 
mającą pochodnę nieoznaczoną. 


) __ , jako równy zeru, może być dodany do funkcyi jakiejkolwiek 


Il. — CALKOWANIE 


Kiedy już znany jest warunek różniczkowalności i wszelkie osobliwości różniczkowaniu towarzy- 
szące są także znane i uporządkowane, to należy się spodziewać że zadanie znalezienia warunku cał- 
kowalności powinno się dać również w zupełności rozwiązać. 


Tak też i jest w istocie, jak to zaraz zobaczymy. 


Dla znalezienia tej pochodnej WEIERSTRASS wprowadza następujące oznaczenia : 
| Tm +1 = a"cę— amy 


gdzie m jest liczbą całkowitą dodatna i nieograniczenie rosnącą, a am jest najbliższą całkowitą liczby a™£o; 


Qo = on = 1 o! = om + 1 
T am >» a JAA 
a zatem także 
1 + Tm+1 1—a 
' FE a ER => m+1 
ZAJE JG oo Oe E 


Ponieważ według oznaczenia 1° jest zawsze 
1 1 
—zSTmu L+ 5? 


to wynika oczywiście że różnica © — ao jest stale odjemną a różnica æ" — wo jest stale dodatna, ize z powiekszaniem 
się liczby m wartości bezwzględne obydwóch maleją nieograniczenie. Różnice te odpowiadają właśnie naszej nieskoń- 
czenie małej 4, 


Oczywisią jest rzeczą że natura ich pozostanie w swej mocy jeżeli zamiest oznaczenia 2° przyjmiemy następujące : 


' Xm —T we um + r 
=" 


a" 


byleby tylko było 
SZAT 
albowiem różnice 


r Lm ' r—a 
a sz ZEBRA, uz zizi 
a dm 


będą i w tym także przypadku zachowywać stale swe znaki i nieograniczenie maleć gdy m rośnie bez granic. 
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§ 4. 
« Weźmy pomiędzy a i b szereg wartości rosnących 2, £2,...,2n_, od a az do b, i oznaczmy 


» dla krótkości c,—a przez ð, ©+—x;, przez 04,..., O — Lui przez 3,3 niech będą prócz tego ci 
» liczbami dodatnemi mniejszemi od jedności. Summa 


S =à f(a ed) Hef (t +92) +f le: s383). + Onf (Zn -|- nôn) 


> zależy oczywiście od wyboru przedziałów 3, i ułamków s, Jeżeli ona, niezależnie od tego wy- 
» boru, posiada własność zdążania nieoznaczonego ku pewnej stałej granicy A, gdy ð: wszystkie 
» jednocześnie zmierzają ku zeru granica ta nazywa się całką określoną funkcyi /(.c)», w prze- 
dziale od c=a do c =b. 


Tę wyborną definicye całki określonej podał był Riemann jeszcze w r. 1854 (*). Lecz przyznać na- 
leży że ani on sam ani też nikt po nim nie otrzymał z niej wszystkich pożytków jakie tu osiągnąć 
się dają. 

Ponieważ granica summy S nie zależy od wyboru ułamków <i, to zakładając :;=0 i zastępując 4; 
znakiem dx, cały szereg S można będzie wyrazić jednym znakiem summowania : 


f "Madz. 


Otóż, oznaczoność całki wymaga nadto, aby jej wartość A nie zależała od tego, które z dwóch 


znaczeń 


gr f(c+8) i gr f(w—es) 
funkcyi /() znajduje się pod znakiem całkowania. Warunkiem przeto jedynym całkowalności 
funkeyi f(x), w przedziale od «=a do <= b, jest równanie : 


gr J "fe + ed) — f(e—cd]dr=0. 


Z równania tego wynika bezpośrednio, że wszystkie funkcye jednoznaczne sa całkowalne, i że 
funkcye nie całkowalne należą tylko do dwuznacznych. 


§ 2. 


Ażeby teraz w klassie funkcyj dwuznacznych oddzielić całkowalne od niecałkowalnych, rozdzie- 
limy je najprzód na takie, których własność całkowalności od granic całkowania zależy, i których nie 
zależy. Niecałkowalnemi kategoryi pierwszej będą oczywiście : 

1° funkeye dla których różnica 


f(c-+8)—f(z — e3), 


Otóż, WEIERSTRASS Otrzymał wartość pochodnej w założeniu r = 1; a że wartości r, jako zawartych między ; ee 
jest nieskończenie wiele, zatem wynik WEIERSTRASSA jest tylko jednym z pomiędzy nieskończenie wielu możliwych, 


odpowiadających wszystkim wartościom r zawartym między ; FA. 
(5) Gesamm. math. Werke. Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe. Sw. 225. 
ART. IV. 2 
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jest różną od zera i zachowuje znak stały w całym przedziale całkowania; 
20 funkcye dla których element pierwszej części równania warunkowego, t. j. 


[f+ 8) —f(e— «'8)]8, 


staje się w przedziale całkowania przynajmniej raz jeden nieoznaczonym lub nieskończenie wielkim, 
byleby tylko te elementy nieoznaczone lub nieskończenie wielkie nie znosiły się wzajemnie w prze- 
dziale całkowania, 


Dla funkcyj zaś kategoryi drugiej można w równaniu warunkowem granicę niższą a zastąpić 
zmienną « i wyższą b zmienną «c --0, skutkiem czego równanie to przybierze postać prostszą : 


gr.[/ (c +48) — f(x — i3) = 0. 


$ 3. 
Ażeby dać wyobrażenie o stosowaniu tego twierdzenia, wskażemy na kilka ciekawych przypadków. 
Pierwszy z nich przedstawia funkcya Riemanna (ê), kształtu 
n= 
P nr 
f(v) = y (nx) 5 
3 ad NË 
=l 


gdzie s jest liczbą dodatna, a znak (nx) jest nadmiarem liczby nw nad jej najbliższą całkowitą. 


Funkcya ta posiada zatem tę osobliwość, że dla każdej wartości 
=P 
c= g’ 
gdzie p nieparzyste i pierwsze względem q, mamy zawsze 
n=«x 
(p A SEN 1 a 1 
f(e) fla 40)= T È mF è> 0, 
n= 
dla każdej zaś innej wartości «œ jest 


flue) — fe — a) =0 0). 


(5) Gesamm. math. Werke. Ibidem str. 228. 


(7) Z równania w= ge mamy qv =f ; a ze p jest całkowitą nieparzystą, więc także (qe) =(5) 


F 
wool 
. 


ogólnie 


(n 1.40)= (=I). = 3 : 


a 


2n + 1.p 
2 


albowiem nie wiemy czy liczba jest bliższą całkowitej | czy też całkowitej atiri A 


Aby tę wątpliwość rozstrzygnąć dodajemy najprzód do wartości c= ilość : i odejmujemy drugi raz ilosć £’. 
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Warunek przeto całkowalności sprowadza się tu do równania 


n=x 


"(5 > ESY F) > 
U) 


któremu staje się zawsze zadość; albowiem ilość jest nieskończonościa dowolną, a summa 


coal > 


n=% 
W 


a=) <a (2n-F > 


Całka określoną od w =0 do c = © uważanej teraz ed jest : 


nie jest dowolną nawet i wledy gdy się staje nieskończonością, t. . gdy s < 1. 


szereg zbieżny i jednoznaczny dla wszelkiej wartości z (°). 


Wtedy, jeżeli ò jest dodatne, będzie odpowiednio : 
Figa a= (EEE mi. 12) —5+mFT.qh =i, 


(2nH1.4.5—:2) =à te = Fig?) = + z 2n -- 1.925 = + 5 i 


Ha 


a zatem także 


(m+ 1.q.5 +5) — (2n ++ 1.9.0 — d= — 


Podobna osobliwość, przy tej samej wartości «, miejsca mieć nie może dla innych skaźników oprócz 


kształtu 2n + 1.q; a że ona miejsca mieć także nie może dla żadnego skaźnika przy «© wymiernych nieprzywiedlnych 
z mianownikami nieparzystemi i przy © niewymiernych, to mamy wogóle : 


1° przy æ wymiernych nieprzywiedlnych z mianownikami parzystemi 24: 


n=20 


1 1 
fla SIĘ 8) — f(e— 3) = "rm" è >l, 
2° przy «© pozostałych : 
fæ —:0) — f (a — 10) = 0. 


rtd 
(8) Jeżeli 7. oznacza liczbę całkowitą, to z samego określenia znaku (y) wynika bezpośrednio : J (ydy = 0. 


Oznaczajac zatem przez m całkowitą najbliższą liczby y, mieć będziemy, niezależnie od tego czy m<y, czy 


też m>y, 
*y y *(y) 1 
| (y)dy = | (y)dy = ydy => (y). 
0 «m 0 2 
z 1 "nx 
| (na)da =- (y)dy, 
0 nJo 
s id 1 
nodo = — 2 
J, (nao in (næ) 


Ponieważ więc 


to oczywiście : 
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§ 4. 
Za drugi przykład weźmiemy funkcyę 
n= 
ES AUE 
f(x) am ku(ktc=Btk"z))* + 
gdzie k jest całkowite i większe od jedności, s stałe mniejsze od jedności, a znak E (Az) jest najbliższą 
całkowitą liczby kc w niej się mieszczącą. 


Ta funkeya przedstawia znowu taką osobliwość, że dla każdej wartości 


gdzie p pierwsze względem k a q całkowite, jest zawsze 
; = = (e})~* I 
Me + 8) —[@— ) =F) Ty’ a> 0, 
dla każdej zaś innej wartości ©: 
f(a + è) — [(6—d)=0 (°). 
Warunek całkowalności sprowadza się w tym razie do równania 
g0.(0) "=0, 
któremu staje się zadość, albowiem jest s < 1. 
Całką tej funkcyi w przedziale od c=0 do z= <% jest: 
a 


5 E(k"x) -+ (kta — E(k"x))'—8 
Aen z zj 


J, tete=r— 


n=0 


(9) Funkcyę zadaną przedstawić także można w ten sposób : 


n= œ 


n=q—1 
x 1 1 N 1 
= 2 kiro Ki ae (K "e Ea) 
n= r= 
Zakładając teraz w = E + i = T — :'ù, ò> 0, wyrazy objęte pierwszym znakiem summowania będą dla 


obydwóch podstawień jednakowymi. Z przyczyny jednak że dla podstawienia pierwszego jest k** "wv — E(k? * "a) = 


=k"*"c3, a dla podstawienia drugiego k?* "ur — E(k? * ”w)=1 — k? * "s3 = 4, otrzymuje się bez trudności 


s6) — — g0) = TEA ee — „RER 
f(@ + è) — f(x — ò) = kDeF(ks+1 — 1) kT 1k— 1)" 


Dla każdej innej wartości œ będzie znowu oczywiście 


fla +2) — [(0—:/5)—=0. 
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szereg zbieżny i jednoznaczny dla każdej wartości z ('°). 


Jeżeli = i k=2, szereg ten, podzielony przez 2, przedstawia znaną funkcyę Scuwartza (''). 


$5. 


Jeżelibyśmy teraz chcieli znaleźć warunki całkowalności funkeyi zadanej przez szereg nieskończony 
HOES > cwwstk”*z, 
n=0 

którego współczynniki c, są nieoznaczone, a k większe od jedności, to stosując powyższe twier- 

dzenie, znajdujemy najprzód : 
> / DENI | n "\> 
(c + 8) — f(2—¢'3)|8 = 2 Cndosk” (2+ = 3) „wsl bees ada : 

n=0 


Zakładając następnie, podobnie jak w $ 5 rozdziału poprzedzającego, 


kn » 
PR= korn? ~~ korn?’ 


('9) Gałka ji a m może się oczywiście wyrazić w ten sposób : 
o (y —E(y))" 


* dy 2 (MV adi 4 fon dy sio dy + dj *y dy 
Jo (=E) Jo EW)" Jo (y—Ely))® J+o (y=Ey)" | LEGE 


W każdej z tych E(y) 4-4 całek liczba E(y) pozostaje stałą, a mianowicie : w całce pierwszej jest ona równa zeru, 
w cake drugiej równa jedności, w całce trzeciej równa dwójce, it. d. aż nareszcie w całce E(y)-- 1 równa E(y). 
Na tej zasadzie mamy : 


E dy mi dy = Se dy a a E(y)—0 dy 1 
o (y—Ey))’ Jo (y—Efy))*  Ja+o (y—Efy))" ` © Jeste ~ 3—t’ 


i ei (y —Ely)) 


E(y)+0 (y—E(y))* s. cos 


= — Ely) tYy-EW)"" 
(y—E(y))* ya 1—s 


Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę że 


Poeci ud 
(kra — E(k*x))* ke 0 (y—E(y))*’ 


a wiec 


to oczywiscie 


if dx _ E(kerar) + (kn — E(k") t 
o (kuc—E(k"x))* k"(1 — s) ż 


(1!) Archives des Sciences physiques et naturelles N" 189, str. 33. 
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otrzymamy łatwo : 


n=" 


s ya r N ` x p 42 
filc .5)— / (c —e sen N ja en dos| hr = Ph) |.» fowst Me oz 
n=0 
a ponieważ dla n skończonego jest pn =0, to będzie także, dla m całkowitego i dotatnego jakiego- 
kolwiek : 


n=2 


fc + 8) — f(e— 8) ]}8 = 2 V2 omg ndos 


mi [ren pmen 
" =) 


DE k ' 
m+n Om + nh (e— e) „ct P+ (e +e ) 
Knog +: a wo „wsl —— czad 


"Tym sposobem warunek całkowalności funkcyi zadanej sprowadza się do równania : 


| n=% 
> N men Cm+n 
= a ren +n 
\ n=0 


któremu, z przyczyny nieoznaczoności czynników 


pm+n dos 


Po a> 2 |vs RE - 


/ 


-nd(e—e’) om + nk(e + e’) 
gr) pm +ndos | tng ES = oe |. wsł pm TE) z ( alz ) à 3 
= z m=% 


staje się zadość jeżeli jest : 


| n=% 
$ 3 /Cm+n a 
gr > (ES =0, 
n=0 BA 


Cm +m 
kmrn’ 


. [4 te er 
rozumiejac przez (cz) wartość bezwzględną ilości 
m: 


Podobnie postępując znaleźlibyśmy łatwo, że funkcye dane przez szeregi : 


n==© n=% n=co nao 

x . | ap | ‘ 
Y cawst.ntec > dosn*z, s>1, i W c„wst.niz czdosnic, nl =1.2.8...8, 0!=0 
aie" , n , e. aD “bie > F n , , , 
n=0 n=0 n=0 A n=0 


mozna zawsze calkowaé, jesli tylko wyrazenia im odpowiednie 


n=w© 5 n=% 
2 Cm+n ) z( Cm+n ) 
8s 
= (m+n) an (m--n)! 
dążą do zera gdy m nieograniczenie rośnie. 
Całki funkcyj w paragrafie niniejszym przytoczonych mają tę osobliwość, że pochodne ich zawie- 


raja w sobie parametr nieoznaczony, i zamieniają się na funkcye zadane dopiero wtedy gdy war- 
tość tego parametru jest zerem. 


$ 6. 


Co się zaś tyczy funkcyj których własność całkowalności od granic całkowania zależy, to ciekawy 
przykład funkcyi niecałkowalnej od z =0 do «=<, i całkowalnej od c=a do c=sv, przedstawia 
szereg niejednostajnie zbieżny w sąsiedztwie z =0 

n=% 
NZ)= => [nren — (n--1)2ve—(n+ 1%"), 
= 


którego summa równą jest zee, 
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Oznaczając przez Sm(x) summę pierwszych m jego wyrazów a przez R(x) resztę, mamy 


Rm(2) =26% Sm(z) — (m -L 1)ze—lm-+1)*e*, 


"2 
Ponieważ możliwość istnienia całki | f(x)dx zależy tu oczywiście od możliwości istnienia 
0 


całki r| $ "R(z)de 
„Wo 


warunkowego całki ostatniej, t. j. 


gr] Rate + 3) — Rm(c — <3) jè 


m=x 


, to należy przedewszystkiem zbadać czy element pierwszej części równania 


m=% 


slaje się w przedziale całkowania przynajmniej raz jeden nieoznaczonym lub nieskończenie wielkim, 
czy leż się nie staje. Otóż, zakładając gr(m+1.3)m=« =), łatwo jest zauważyć że element ten 


£zż ¢ 
dla wartości z = (zgi) ma postać 
m=% 


m +1, 
Alle- oe et — (e — ț heata], 
a więc z powodu że Ą, « ię są nieoznaczonemi, staje się istotnie nieoznaczonym gdy ¢ ma wartość 
skończoną. Szereg zatem f(x) od w=0 do «= całkowanym być nie może, podczas gdy od 
va do x= {x jest całkowalnym; albowiem jeżeli a i 2 mają ten sam znak, to szereg jest jedno- 
stajnie zbieżny w przedziale całkowania, a jeżeli a i x mają znaki przeciwne, to elementy nieozna- 
czone pierwszej części równania warunkowego znoszą się wzajemnie, z powodu że szereg przedstawia 
funkcyę nieparzystą. 
Przeciwnie, funkcya dana przez szereg : 


n=x 


f(e) = W [ert erin tt) ee", 
wo 


n=1 


ktory także jest niejednostajnie zbieżny w sąsiedztwie c=0, jest jednak calkowalna od w =0 do 
v=, i tem bardziej od «=a do s= x, czego łalwo jest dowieść, pokazując że w pierwszej części 
równania warunkowego elementów nieoznaczonych lub nieskończenie wielkich nie ma. 


Warszawa duia 25 sierpnia 1879 roku. 
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